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Введение


Линейное программирование как раздел исследования операций имеет длительную историю. Внедрение вычислительной техники дало значительный толчок исследованиям в этой области математики. Сначала был разработан ряд алгоритмов для решения задач линейного программирования, а затем были созданы программы  и пакеты программ  преимущественно для больших ЭВМ.

В связи с усложнениями организационной структуры современного общества на повестку дня встал класс таких проблем, как наиболее эффективный способ получения экономии, оптимальное развертывание боевой авиации, смешение удобрений для получения агрономических средств наименьшей стоимости и т.д.


Методы, с помощью которых  решаются такие задачи, подразделяются на универсальные (симплекс-метод) и специальные. С помощью универсальных методов решаются любые задачи линейного программирования.

Задачей линейного программирования (ЗЛП) называется задача отыскания экстремума (максимума и минимума) линейной функции от нескольких переменных при линейных ограничениях на эти переменные. 

Цель данной работы – рассмотреть задачи линейного программирования и графический способ их решения.


Цель обусловила постановку и решение следующих задач:
· Проанализировать литературу по данной теме;

· Сформулировать основные понятия;

· Изучить экономико-математическую модель;
· Рассмотреть построение математических моделей для экономических задач;

· Рассмотреть  постановку задачи линейного программирования; 

· Исследовать алгоритм графического метода решения ЗЛП с двумя переменными.
Курсовая работа состоит из 5 параграфов.


Цель и задачи определили структуру данной курсовой работы, которая состоит из введения, 5 параграфов, заключения и приложения.
§1 Основные определения и понятия исследования операций
Теория исследования операций является основным и неотъемлемым инструментом при принятии решений в самых разнообразных областях человеческой деятельности. Краеугольным камнем исследования операций является математическое моделирование. Хотя данные, полученные в процессе исследования математических моделей, являются основой для принятия решений, окончательный выбор обычно делается с учетом многих других «нематериальных» (не имеющих числового выражения) факторов (таких как человеческое поведение), которые невозможно отобразить в математических моделях.
Исследование операций как средство решения задач организационного управления можно рассматривать и как науку, и как искусство. Правомерность утверждения о научности подхода к формированию управляющих решений вытекает из того обстоятельства, что при решении возникающих проблем эффективно используются математические модели и методы. Исследование операций можно рассматривать и как искусство, поскольку успешное выполнение всех этапов исследования – от его начала до реализации решения, полученного с помощью разработанной математической модели, ‑ во многом определяется творческими способностями и интуицией исследователей. Поэтому при сборе информации, необходимой для построения математической модели, верификации модели и использовании получаемых с помощью модели результатов успех несомненно зависит от способности исследователей устанавливать рабочие контакты как с источниками необходимой информации, так и с лицами, ответственными за реализацию принимаемых решений.
«Исследование операций» принадлежит к числу сравнительно молодых, недавно сформировавшихся дисциплин; ее границы и содержание нельзя считать четко определенными. Предмет под названием «Исследование операций» входит в программу многих высших учебных заведений, но далеко не всегда в этот термин вкладывается одно и то же содержание. Некоторые авторы под «исследованием операций» понимают, главным образом, математические методы оптимизации, такие как линейное, нелинейное, динамическое программирование. Другие, напротив, не включают эти разделы математики в исследование операций, подходя к последнему главным образом с позиций теории игр и статистических решений. Некоторые склонны вообще отрицать существование «исследования операций» как самостоятельной научной дисциплины, включая ее в состав кибернетики (термин тоже недостаточно определенный, разными людьми понимаемый по-разному). Другие, наоборот, вкладывают в понятие «исследование операций» – чрезмерно широкий смысл, провозглашая эту дисциплину чуть ли не «наукой наук». Время покажет, в каких формах будет продолжать свое развитие эта сравнительно молодая наука, какие разделы, обычно излагаемые в ее составе, сохранятся в ней, а какие «отпочкуются» в виде самостоятельных научных дисциплин. В частности, не до конца ясно будущее соотношение между «исследованием операций» и «теорией систем» (или «теорией сложных систем»), о которой много говорят и пишут в последнее время. Во всяком случае, несомненно, что в самых разных областях практики ‑ организация производства и снабжения, эксплуатация транспорта, боевые действия и вооружение, расстановка кадров, бытовое обслуживание, здравоохранение, связь, вычислительная техника и т.д.  –  все чаще возникают задачи, сходные между собой по постановке, обладающие рядом общих признаков и решаемые сходными методами, которые удобно объединять под общим названием «задач исследования операций».
Итак, под исследованием операций мы будем понимать научную дисциплину, занимающуюся разработкой и практическим применением методов наиболее эффективного управления различными организационными системами.
Управление любой системой реализуется как процесс, подчиняющийся определенным закономерностям. Их знание помогает определить условия, необходимые и достаточные для осуществления данного процесса. Для этого все параметры, характеризующие процесс и внешние условия, должны быть количественно определены, измерены. Следовательно, цель исследования операций – количественное обоснование принимаемых решений по организации управления.
При решении конкретной задачи управления применение методов исследования операций предполагает:
· построение экономических и математических моделей для задач принятия решения в сложных ситуациях или в условиях неопределенности;
· изучение   взаимосвязей,   определяющих   впоследствии   принятие решений, и установление критериев эффективности, позволяющих оценивать преимущество того или иного варианта действия.
Следует усвоить основные понятия и определения исследования операций.
Операция — любое управляемое мероприятие (система действий), объединенное единым замыслом и направленное на достижение какой-то цели.
Всякий определенный выбор зависящих от нас параметров называется решением. Решения могут быть удачными и неудачными, разумными и неразумными. Оптимальными считаются те решения, которые по тем или иным признакам предпочтительнее перед другими. Поэтому основная задача исследования операций — предварительное количественное обоснование оптимальных решений.
Иногда (относительно редко) в результате исследования удается указать одно – единственное строго оптимальное решение, гораздо чаще  ‑ выделить область практически равноценных оптимальных (разумных) решений, в пределах которой может быть сделан окончательный выбор.
Заметим,    что   само    принятие   решения    выходит   за    рамки
исследования операций и относится к компетенции ответственного лица, чаще – группы лиц, которые могут учитывать и другие соображения, отличные от математически обоснованных (количественного и качественного характера).
Для применения количественных методов исследования требуется построить математическую модель операции. При построении модели операция, как правило, упрощается, схематизируется и схема операции описывается с помощью того или иного математического аппарата. Модель операции — это достаточно точное описание операции с помощью математического аппарата (различного рода функций, уравнений, систем уравнений и неравенств и т.п.).
Эффективность операции – степень ее приспособленности к выполнению задачи – количественно выражается в виде критерия эффективности ‑ целевой функции. Целевой функцией называют функцию переменных задачи, и экстремум которой требуется найти.  Критерий эффективности позволяет сравнивать между собой по эффективности разные решения, а его выбор определяет практическую ценность исследования.
Курс по исследованию операций должен дать студентам достаточное представление о математическом аппарате исследования операций, а также показать сферы приложений методов исследования операций на наглядных примерах.
Линия уровня линейной функции, называется линия, вдоль которой эта функция принимает одно и то же фиксированное значение.
§2 Экономико-математическая модель
Под моделью будем понимать условный образ какого-либо объекта, приближенно воссоздающий этот объект с помощью некоторого языка.
Модель линейного программирования, включает три основных элемента: 

1. Переменные, которые следует определить.
2. Целевая функция, подлежащая оптимизации. 
3. Ограничения, которым должны удовлетворять переменные. 

Определение переменных – это первый шаг в создании модели. После определения переменных построение ограничений обычно не вызывает трудностей. 
Экономико-математическая модель — математическое описание исследуемого экономического процесса или объекта. Эта модель выражает закономерности экономического процесса в абстрактном виде с помощью математических соотношений. Использование математического моделирования в экономике позволяет углубить количественный экономический анализ, расширить область экономической информации, интенсифицировать экономические расчеты.
Можно выделить три основных этапа проведения экономико-математического моделирования:
· ставятся цели и задачи исследования, проводится качественное описание объекта в виде экономической модели;
·  формируется математическая модель изучаемого объекта, осуществляется выбор (или разработка) методов исследования  и  подготавливается исходная информация.
Процедура экономико-математического моделирования заменяет дорогостоящие и трудоемкие натуральные эксперименты расчетами.          При использовании экономико-математических методов достаточно быстро и дешево производится на ЭВМ сравнение многочисленных вариантов планов и управленческих решений .
§3 Построение математических моделей для экономических задач

Основа построения экономических моделей в виде ЗЛП – это, прежде всего, правильный выбор параметров экономической задачи (или некоторого процесса), через которые требуемая цель выражалась бы в виде линейной целевой функции, а ограничения на процесс записывались бы в виде системы линейных уравнений или неравенств.

3.1.Задача о составлении оптимального рациона
(ЗЛП на минимизацию)
Предположим, что в дневной рацион должны входить питательные вещества двух видов в количестве, заданном в таблице 1. Имеется возможность составлять рацион из кормов двух видов, для которых задано содержание питательных веществ в единице корма и цена одной единицы каждого из видов кормов. При удовлетворении условий по необходимому содержанию питательных веществ в данном рационе требуется достичь его минимальной стоимости.
                                                                     Таблица 1
	
	Корм 1
	Корм 2
	Пит. в-в в рац.

	Пит. в-во 1 
	2
	1
	12

	Пит. в-во 2
	6
	4
	30

	Цена корма
	5
	2
	



Пусть 
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  и 
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‑ содержание в данном рационе единиц корма 1-го и 2-го вида соответственно. Общую стоимость дневного рациона запишем, используя цены на корма:
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Ограничения имеют следующую структуру:
СОДЕРЖАНИЕ ПИТ.В-В В РАЦИОНЕ 
[image: image4.wmf]³

 min КОЛ-ВО ПИТ. В-В.
Используя для записи левой части введенные неизвестные, получим 
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Добавим к полученным ограничениям условия неотрицательности (
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 равно нулю, если корм i не используется в рационе), окончательно запишем ЗЛП.
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3.2 Задача планирования производства продукции                             (ЗЛП на максимизацию)
Некоторое предприятие в течение планового периода выпускает два вида продукции, например, табуретки и стулья. При их производстве используется три вида ресурсов. Данные по их расходу на выпуск одного изделия, запасы ресурсов, а также прибыль от реализации единицы продукции приведены в таблице 2. Требуется спланировать количество выпускаемых табуреток и стульев таким образом, чтобы при данных условиях производства полученная прибыль была максимальна. Цель задачи – получение максимальной прибыли. Выберем в качестве параметров, характеризующих процесс планирования производства продукции, число выпускаемых табуреток (
[image: image10.wmf]1
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) и выпускаемых стульев (
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).

                                                                                         Таблица 2
	
	Табуретка
	Стул
	Запас ресурса

	Ресурс 1
	4
	6
	24

	Ресурс 2
	3
	2
	12

	Ресурс 3
	1
	1
	8

	Прибыль
	4
	5
	


Выразим через выбранные неизвестные суммарную прибыль от реализации всей продукции 
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Она включает в себя прибыль от реализации всех табуреток (
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) и выпускаемых стульев (
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). Цель задачи (максимизация прибыли) запишется в виде
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Перейдем к формулировке ограничений. Структура всех трех ограничений одинакова

РАСХОД РЕСУРСА  
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 ЗАПАС РЕСУРСА

Теперь остается выразить полный расход ресурса через выбранные неизвестные 
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 и 
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. Так, расход ресурса первого вида на выпуск всех табуреток составит   
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 единиц, а на выпуск всех стульев  
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 соответственно. В сумме это даст полный расход ресурса первого вида и ограничение примет вид линейного неравенства
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Аналогично запишем ограничения по второму и третьему видам ресурсов 
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Объединяя их в систему получим 
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Далее, исходя из смысла введенных переменных, на них необходимо наложить ограничения неотрицательности.
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Окончательно выпишем математическую модель задачи в форме ЗЛП.
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После решения поставленной ЗЛП переменные 
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 укажут плановое количество табуреток и стульев для получения максимальной прибыли, а разность между правой и левой частями каждого неравенства даст остаток ресурса каждого вида. 

3.3. Задача о загрузке оборудования
Ткацкая фабрика располагает двумя видами станков, из них 
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 станков типа 1 и 
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 станков типа 2. Станки могут производить три вида тканей: 
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 но с разной производительностью. Данные 
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 производительности станков даны в таблице 3 (первый индекс — тип станка, второй — вид ткани).
                                                                               Таблица 3

	Тип станка
	Вид ткани
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Каждый метр ткани вида 
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 приносит фабрике доход 
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Фабрике предписан план, согласно которому она должна производить в месяц не менее 
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 метров ткани 
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  метров ткани Т2, 
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  метров ткани T3; количество метров каждого вида ткани не должно превышать соответственно 
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метров. Кроме того, все без исключения станки должны быть загружены. Требуется так распределить загрузку станков производством тканей 
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,чтобы суммарный месячный доход был максимален.
На первый (легкомысленный) взгляд поставленная здесь задача ‑ родная сестра предыдущей. Обозначим 
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[image: image57.wmf]3

2

1

,

,

T

T

T

 в плане и максимизировать суммарный доход 
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. В этой задаче элементы решения — не количества тканей каждого вида, а количества станков типов 1 и 2, занятых производством тканей каждого вида. Здесь удобно обозначить элементы решения буквами х с двумя индексами (первый — тип станка, второй — вид ткани). Всего будет шесть элементов решения:
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Здесь 
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 ‑ количество станков типа 1, занятых изготовлением ткани
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 ‑  количество станков типа 1, занятых изготовлением ткани Т2, и т. д.
Перед нами – еще одна задача линейного программирования. Запишем сначала условия ‑ ограничения, наложенные на элементы решения
[image: image62.wmf]ij

x

. Прежде всего обеспечим выполнение плана. Это даст нам три неравенства-ограничения:
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После этого ограничим перевыполнение плана; это даст нам еще три неравенства – ограничения:

[image: image64.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

£

+

£

+

£

+

.

,

,

3

23

23

13

13

2

22

22

12

12

1

21

21

11

11

b

b

b

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

                                             (3.3)
Теперь запишем ограничения, связанные с наличием оборудования и его полной загрузкой. Суммарное количество станков типа 1, занятых изготовлением всех тканей, должно быть равно 
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.Отсюда еще два условия – на этот раз равенства:
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Теперь запишем суммарный доход от производства всех видов тканей. Суммарное количество метров ткани 
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, произведенное всеми станками, будет равно
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.Рассуждая аналогично, найдем суммарный доход фабрики за месяц при плане (3.1):
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 или, гораздо короче,
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Эту линейную функцию шести аргументов мы хотим обратить в максимум:
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Перед нами ‑ опять задача линейного программирования: найти такие неотрицательные значения переменных 
[image: image74.wmf],

,...,

,

23

12

11

x

x

x

которые, во-первых, удовлетворяли бы ограничениям ‑ неравенствам (3.2), (3.3), во-вторых  ‑ ограничениям ‑ равенствам (3.4) и, наконец, обращали бы в максимум линейную функцию этих переменных (3.5). В этой задаче линейного программирования шесть ограничений-неравенств и два ограничения-равенства.
§4 Постановка задачи линейного программирования

4.1. Общая задача линейного программирования


Дана система m линейных уравнений и неравенств с n переменными
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и линейная функция
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Необходимо найти такое решение системы 
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при котором линейная функция F (4.2) принимает оптимальное (т.е. максимальное или минимальное) значение.
Система (4.1) называется системой ограничений, а функция F — линейной функцией, линейной формой, целевой функцией или функцией цели.
Более кратко общую задачу линейного программирования можно представить в виде:
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[image: image81.wmf]).
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Если выбранные переменные имеют те же знаки, что и соответствующие им свободные члены в правых частях уравнений, то полученное таким образом базисное решение называется допустимым.

Оптимальным решением (или оптимальным планом) задачи линейного программирования называется такое допустимое решение 
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 системы ограничений (4.1), при котором линейная функция (4.2) принимает оптимальное (максимальное или минимальное) значение. При условии, что все переменные неотрицательны 
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, система ограничений (4.1) состоит лишь из одних неравенств, ‑ такая задача линейного программирования называется стандартной (симметрической).
 Теорема 1.Всякому решению (
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соответствует определенное решение 
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в котором
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и, наоборот, каждому решению 
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4.2. Каноническая задача линейного программирования

Если система ограничений состоит из одних уравнений, то задача называется канонической.

Каноническая задача записывается в виде:
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Общая задача линейного программирования может быть приведена к каноническому виду при помощи следующих утверждений:

     1. Неравенство 
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          И простейшему неравенству 
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     2. Неравенство 
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          и простейшему неравенству 
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Переменные, вносимые в задачу при помощи этих утверждений, называется дополнительными, или вспомогательными.

      3. Каждую переменную, на которую не наложено условие неотрицательности, можно представить в виде разности двух неотрицательных переменных:
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Пример. Задачу линейного программирования привести к каноническому виду: 
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Решение: В системе ограничений имеем одно уравнение (равенство), которое сохраним. Второе ограничение – неравенство. Его заменим согласно первому утверждению равенством

[image: image105.wmf]5

3

4

3

2

1

=

+

+

-

x

x

x

x


и простейшим неравенством 
[image: image106.wmf].

0

4

³

x

 Третье ограничение (неравенство) заменим согласно второму утверждению системой
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На переменную 
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не накладывается условие неотрицательности, 
 заменим ее согласно утверждению три разностью 
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Каноническая задача содержит шесть переменных и имеет вид:
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§5 Графический метод решения задач линейного программирования
Рассмотрим задачу линейного программирования с двумя переменными


[image: image114.wmf]extr

x

c

x

c

X

L

®

+

=

2

2

1

1

)

(

,

[image: image115.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

£

+

³

£

+

³

£

+

,

)

(

.......

..........

..........

,

)

(

,

)

(

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

m

m

m

b

x

a

x

a

b

x

a

x

a

b

x

a

x

a



[image: image116.wmf]0
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Такая задача может быть решена графически (геометрически) ввиду того, что в этом случае легко строить ОДР (область допустимых решений). Она представляет с собой многоугольник (ограниченный или нет, либо вовсе пустое множество), стороны которого лежат на прямых, получаемых из системы ограничений задачи
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Экстремальные значения целевой функции достигаются в угловых точках ОДР, принадлежащих опорным прямым к ОДР, т.е. крайним линиям уровня целевой функции по отношению к ОДР.

Алгоритм графического решения задач линейного программирования:
1. Построить ОДР;

2. Построить вектор нормали (вектор-градиент) 
[image: image119.wmf])
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 целевой функции (он указывает на направления возрастания целевой функции);

3. Построить нижнюю и верхнюю опорные прямые p и  q,т.е. крайние линии уровня целевой функции, имеющие общие точки с ОДР;

4. Определить координаты экстремальных точек (
[image: image120.wmf]ОДР
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 ) и вычислить значения целевой функции в них.
Пример.
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Решение:

а) Область допустимых решений, которую обозначим буквой G (рис.1), построим следующим образом. Построим прямые с уравнениями
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4)
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б) каждое неравенство, фигурирующее в системе ограничений, определяет полуплоскость, причем эта полуплоскость содержит точку, координаты которой удовлетворяют соответствующему строгому неравенству.

Легко видеть, что первые два и четвертое неравенство системы ограничений удовлетворяются координатами точки О(0,0). Поэтому три полуплоскости содержат начало координат системы 
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. На соответствующую полуплоскость указывают стрелки, идущие от каждой прямой. Жирной линией выделим границу ОДР – выпуклый шестиугольник ABCDEF. Заметим, что последние неравенства 
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, означающие  неотрицательность переменных задач, определяют первую четверть плоскости 
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в) Строим теперь нормальный вектор целевой функции 
[image: image141.wmf])
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.      Подчеркнем, что его направление указывает на направление возрастания целевой функции 
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Прямая с уравнением  
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 представляет собой «нулевую» 
линию уровня функции 
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. Эта прямая проходит через 
[image: image160.wmf]начало координат и перпендикулярна   
нормальному вектору  
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Передвигаем эту прямую
параллельно себе, или [image: image161.wmf]перпендикуляр-

но n, и фиксируем два ее крайних
положения.
Эти крайние прямые, которые 
     Обозначим буквами p и q, должны 
     иметь  с границей [image: image162.png]


G либо общую вер
     шину, либо общий отрезок, причем
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     направление от  p к q совпадает с 

     направлением n. В нашем случае
 p проходит через точку А, а q – через
 точку Е. Эти прямые называются соответственно нижней и верхней опорными прямыми для G.
г) Определим координаты точек  А и Е. На чертеже видим, что точка А лежит на прямых 3) и 7), а Е – на 2) и 4). Именно поэтому мы пронумеровали уравнения прямых и их изображения. Теперь легко составить системы уравнений для определения координат этих точек.

Запишем это так:

А:
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Вычислим значение целевой функции в точках А и Е:
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Этим задача решена.

Ответ:
[image: image152.wmf].
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Заключение

Линейное программирование охватывает методы решения экстремальных задач, имеющих дело со многими линейно взаимосвязанными величинами, подчиняющимися линейным ограничениям. Поэтому «Линейное программирование» как раздел математики изучается студентами математических, технических и прочих специальностей.

В ходе данной работы был рассмотрен алгоритм построения математических моделей для экономических задач, т.е. задачи на составление оптимального рациона, планирования производства продукции и о загрузке оборудования, а также была рассмотрена графическая задача линейного программирования с двумя переменными.
Таким образом все поставленные задачи были решены, тем самым цель работы достигнута.

В перспективе планируется раскрыть эту тему до конца.   
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Приложение
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1 – 2. Система не совместима (отсутствие допустимых, в том числе оптимальных, решений)
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